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Les applications des problèmes inverses se trouvent dans plusieurs
domaines scientifiques :

I La géodésie : La terre ...
I La sismologie : tremblements de terre...
I Imagerie médicale : Tissus organiques, EEG,IRM...

On peut envisager divers problèmes
inverses ;

I Identification de paramètre.
I La détection acoustique.
I La recherche de forme ou de

frontière.

Figure : Domaine d’étude
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Présentation du problème

Soit Ω ⊆ R2, ∂Ω = Γm ∪ Γu et Γm ∩ Γu = ∅

Problème de Cauchy

l’équation de Stokes est donnée par :
ν∆u + ∇p = 0 dans Ω

∇.u = 0 dans Ω

u = T sur Γm

σ(u) · n = φ sur Γm

(1)

où (T , φ) ∈ H
1
2 (Γm)n × H−

1
2 (Γm) et σ(u) est le tenseur de contrainte qui est défini

par :

σ(u) =
1
2
νD(u)− pI

ν : La viscosité.
D(u) est donné par : D(u) = 1

2 (∇u +∇uT )

Objectif Détermination de la vitesse et de la
contrainte sur la partie inaccessible Γu .
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Complétion de données

A Ben Abda, I Ben Saad et H Maatoug (2011).

Le problème de Cauchy (1) peut s’écrire comme un problème de complétion de
données :
On cherche (τ∗, η∗) ∈ H

1
2 (Γu)× H−

1
2 (Γu)

−ν∆u + ∇p = 0 dans Ω

∇.u = 0 dans Ω

u = T , σ(u) · n = φ sur Γm

u = τ∗, σ(u) · n = η∗ sur Γu

(2)

Problème de Dirichlet

(PD)


ν∆uD + ∇pD = 0 dans Ω

∇.uD = 0 dans Ω

uD = T sur Γm

σ(uD) · n = η sur Γu

Problème de Neumann

(PN)


ν∆uN + ∇pN = 0 dans Ω

∇.uN = 0 dans Ω

uN = τ sur Γu

σ(uN) · n = φ sur Γm
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Minimisation du problème

Les données manquantes sur Γu peuvent être caractérisées par :

Problème de minimisation

(τ∗, η∗) = arg min
(τ,η)

E(τ , η)

où E est la Fonctionnelle de type énergie

E(τ , η) =
1
2

∫
Ω
σ(uD(T , η)− uN(τ , φ)) : ∇(uD(T , η)− uN(τ , φ))dx

=
1
2

∫
Γu

(η − σ(uN) · n)(uD − τ) +
1
2

∫
Γm

(σ(uD) · n − φ)(T − uN)ds
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Calcul du gradient de E

Gradient de la fonctionnelle E

∂E

∂η
· ψ = −

∫
Γu

vD · ψ ∀ ψ ∈ H−
1
2 (Γu)n

∂E

∂τ
· h = −

∫
Γu

(η − σ(uN) · n − σ(vN) · n) · h ∀ h ∈ H
1
2 (Γu)n

où (vD , pD) et (vN , qN) sont respectivement les solutions des deux problèmes adjoints
suivants :

Problème Adjoint AD

AD


−ν∆vD +∇qD = 0 dans Ω

∇.vD = 0 dans Ω

vD = 0 sur Γm

σ(vD ) · n = σ(uN ) · n − η sur Γu

Problème Adjoint AN

AN


−ν∆vN +∇qN = 0 dans Ω

∇.vN = 0 dans Ω

vN = 0 sur Γu

σ(uN ) · n = σ(uD ) · n − φ sur Γm
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L’étude numérique est effectuée sur une couronne de rayon extérieur R = 2 et de
rayon intérieur r = 1.

Test No 1 :Solution analytique
u1(x , y) = 4y3 − x2

u2(x , y) = 4x3 + 2xy − 1

p(x , y) = 24xy − 2x

Figure : Une Couronne
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Premier test

La reconstruction de première
composante de la vitesse sur Γu

La reconstruction de deuxième
composante de la vitesse sur Γu
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La reconstruction de première composante
de tenseur des contraintes sur Γu

La reconstruction de deuxième composante
de contrainte normale sur Γu
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deuxième test

Test No 2 : Solution singulière

u1(x , y) =
1
4π

log
1√

(x − a)2 + y2
+

(x − a)2

(x − a)2 + y2

u2(x , y) =
1
4π

y(x − a)

(x − a)2 + y2

p(x , y) =
1
2π

x − a

(x − a)2 + y2

On distingue deux cas :
a = 0.4 (loin de Γu)

a = 0.8 (proche de Γu)
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Première cas a=0.4

La reconstruction de première composante
de la vitesse sur Γu

La reconstruction de deuxième composante
de la vitesse sur Γu
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La reconstruction de première composante
de la contrainte normale sur Γu

La reconstruction de deuxième composante
de la contrainte normale sur Γu
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Deuxième cas a=0.8

La reconstruction de première composante
de la vitesse sur Γu

La reconstruction de deuxième composante
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Problème de Cauchy incomplet

E Ahmed, A Ben Abda, F Khayat (in press).

Reconstruire les mêmes donnée manquantes à partir des données faiblement
surdéterminés sur la partie accessible.

Problème de Cauchy incomplet

Pour tout (T , φ) ∈ H
1
2 (Γm)n × H−

1
2 (Γm)n on a

ν∆u + ∇p = 0 dans Ω

∇.u = 0 dans Ω

u = T sur Γm

(σ(u) · n) · τ = φ sur Γm

(3)

Avec (σ(u) · n) · τ est la projection de (σ(u) · n) sur l’hyperplan tangent de Γm et
(T , φ) sont les données de Cauchy.
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Solvabilité du problème

Le problème de complétion des données est :
On cherche (ξ∗, η∗) ∈ H

1
2 (Γu)n × H−

1
2 (Γu)n telle que :

−ν∆u + ∇p = 0 dans Ω

∇.u = 0 dans Ω

u = T , (σ(u).n) · τ = φ sur Γm

u = ξ∗, σ(u) · n = η∗ sur Γu

(4)

Problème de Dirichlet

(PD)


−ν∆uD +∇pD = 0 dans Ω

∇.uD = 0 dans Ω

uD = T sur Γm

σ(uD) · n = η sur Γu

Problème de Neumann

(PN)



−ν∆uN +∇pN = 0 dans Ω

∇.vN = 0 dans Ω

uN = ξ sur Γu

uN · n = T · n sur Γm

(σ(uN) · n) · τ = φ sur Γm
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Problème de minimisation

On cherche (ξ∗, η∗) ∈ H
1
2 (Γu)n × H

− 1
2 (Γu)n

tel que :

(ξ∗, η∗) = arg min
(τ,η)

E(ξ, η)

• (T , φ) une donnée compatible.

Proposition

(ξ∗, η∗) solution du problème de Cauchy

m
(ξ∗, η∗) solution du problème de minimisation.

Théorème : Condition d’optimalité de premier ordre

Le minimum de E est atteint lorsque :

uD = uN + cst sur Γu

σ(uD) · n = σ(uN) · n sur Γu
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Solution analytique
Solution bruitée

Algorithme de résolution

1 Initialisation:
Pour k = 0, on fixe ξ0 = η0 = 0.

2 Résolution : Résoudre (PD) et (PN) pour η = ηk et ξ = ξk.
3 Calcul du gradient : Calculons (wk

D , z
k
D) et (wk

N , z
k
N)


−ν∆wk

D +∇zkD = 0 dans Ω

∇.wk
D = 0 dans Ω

wk
D = 0 sur Γm

σ(wk
D ) · n = σ(ukD − ukN ) · n sur Γu



−ν∆wk
N +∇zkN = 0 dans Ω

∇.wk
N = 0 dans Ω

wk
N = ukD − ukN sur Γu

wk
N · n = 0 sur Γm

(σ(wk
N ) · n) · τ = 0 sur Γm

4 Mise à jour : Mise à jour de ξk et ηk:

ηk+1 = ηk + mwk
N .

ξk+1 = ξk + ρwk
D .

avec m, ρ ∈ [−2, 2]

5 Test d’arrêt : E(ξk , ηk ) < ε, où ε est la tolérance.
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Evolution d’erreurs

erreur1 =
||uex − uki ||L2(Ω)

||uex ||L2(Ω)n
i = D,N

erreur2 =
||uex|Γu − ξ

k ||L2(Γu )n

||uex|Γu ||L2(Γu )n

erreur3 =
||σ(uex )·n|Γu−ηk ||

L2(Γu )n

||σ(uex )·n|Γu ||L2(Γu )n

Évolution d’erreur sur Ω

Évolution d’erreur de la vitesse sur Γu Évolution d’erreur de contrainte normale sur Γu
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Deuxième test

L’étude numérique est illustré avec des solutions singulières
I Cas où a=0.4
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Deuxième test : cas où a=0.8

• Cas où a=0.8
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Evolutions d’erreurs

Évolution d’erreur sur Ω
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Cas des données bruitées

Dans cette partie, on discute une question de robustesse globale de l’algorithme.

Tα = T + αω sur Γm

où α désigne le taux de bruit relatif à la norme L2(Γm).

ω est une fonction aléatoire.
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Premier test de donnée bruitée

La reconstruction de première composante
de la vitesse sur Γu
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Conclusion

• Stabilité de l’algorithme avec des données singulière et polynômiale.

• Nous avons trouvé des résultats satisfaisants pour le cas des données
faiblement surdéterminées.

• L’algorithme est robuste, efficace et stable vis à vis des données bruitées

Perspectives

• L’extension de l’étude numérique en dimension 3.

• L’étude du problème de Cauchy pour les équations de Navier-Stokes avec
des données complètes et incomplètes.

• La résolution du problème de complétion de données par la méthode de
factorisation.
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Merci pour votre attention ! ! !
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